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Kijk eens naar de mooie volgende afbeelding, gemaakt door de Nederlander Maurits Escher: 


Mooi hé? Hoe deze figuurtjes precies in elkaar passen en zo het hele vlak zonder gaten opvullen. Met deze opdracht ga je leren om zelf ook zo’n vlakvulling te maken.

Dat is makkelijker dan je denkt, maar er komen wel een aantal wiskundige principes over puntsymmetrie, draaisymmetrie, en verschuivingen aan te pas.

BASISFIGUUR
Het eerste wat je moet leren is om de basisfiguur die de grondslag is van zo’n  vlakvulling op te sporen. Dat is altijd een heel eenvoudige wiskundige figuur die meestal symmetrisch is. In de figuur hieronder zie je hoe je hem kunt opsporen:
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[image: image4.wmf]In de linkerfiguur is één van de figuurtjes uitgekozen; de lichte ruiter met een dikke stip erin. We zijn nu de rand van deze figuur gaan volgen met de regel: 


	“Zet elke keer een dikke stip als er drie of meer verschillende figuren ergens samenkomen”.



 Als je tenslotte al die dikke stippen met elkaar verbindt, dan heb je de basisvorm gevonden. In dit geval een “VLIEGER”
Het basisrooster ziet eruit als hiernaast. 

Eén zo’n figuurtje uit dit patroon noemen we voortaan een “TEGEL”,  want we gaan er immers het hele vlak mee betegelen?

OPDRACHT 1:     Zoek de basisfiguur bij de volgende vlakvullingen.
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Welke regelmatige figuren zijn mogelijk als basisvorm?


Met regelmatig wordt hier bedoeld dat alle hoeken van de figuur even groot zijn en alle zijden even lang.  Hier staat een hele serie (het getal geeft het aantal hoeken) :
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OPDRACHT 2.
Met welke van deze figuren kun je een vlak helemaal vullen door ze aan elkaar te leggen? (“helemaal vullen” betekent dat er geen tussenruimtes zijn!). Je hoeft niet op de rand van het vlak te letten!
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OPDRACHT 3

Als je bijvoorbeeld een achthoek bekijkt, dan kun je die splitsen in 8 driehoeken. Zoals hiernaast. 

a.
Bereken hoe groot de hoeken bij het middelpunt elk zijn.

b.
Bereken de hoeken van één zo’n driehoek.

c.
Leg uit waarom de hoeken van de achthoek zonder de driehoeken erin getekend gelijk zijn aan 135(.
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OPDRACHT 4
Bereken op de manier van opdracht 3 de hoeken van alle figuren boven opdracht 2 en leg uit hoe je aan de hoeken kunt zien of je met een figuur het vlak helemaal (zonder gaten) kunt vullen.


De Basisvorm veranderen.
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Terug naar die mooie tegel van Escher met die ruiter.
Escher heeft de behoorlijk saaie vorm van die basistegel nogal drastisch veranderd:


Links zie je de figuur van Escher, in het midden de basisvorm erbij, en rechts hoe de vier zijden van de basisvorm elk veranderd zijn in veel grilliger vormen.
We gaan nu bekijken hoe je zo’n basisvorm kunt veranderen zodat het aan elkaar blijft passen.


VIER manieren om te veranderen.

Manier 1:  PUNTSPIEGELEN.
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Een goeie truc is om een zijde van de figuur tot halverwege in één of andere rare vorm te veranderen en dan spiegelen in het midden van die zijde.
Hier zie je een voorbeeld (M is het midden):




 

Het stukje AM is vreemd gemaakt, en daarna is MB getekend door te spiegelen in punt M

[image: image11.wmf]Wat heb je eraan?

Nou, elke keer als de zijde AB van een figuur moet passen aan de zijde BA, dan heb je te maken met een puntspiegeling. Kijk maar hiernaast zie je dat AB past op BA.
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Hieronder zie nog een keer stap voor stap hoe zo’n tegel gemaakt wordt en hoe een stukje vlakvulling ontstaat. 





Nou is dit verder nogal een saaie vlakvulling. Drie van de vier zijden van een vierkant zijn nog gewoon rechte lijnen.
Het wordt natuurlijk leuker als we die andere zijden óók gaan veranderen.
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Hienaast zie je een stukje vlakvulling waarbij  alle vier de zijden van het oorspronkelijke vierkantenrooster zijn veranderd volgens deze methode van puntspiegelen.


Dat begint er al meer op te lijken toch?

OPDRACHT 5
Teken van het laatste rooster één tegel en laat zien hoe die door puntspiegelen is veranderd.

OPDRACHT 6.

Maak de volgende figuren af, als de zijde AB puntsymmetrisch moet zijn.
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OPDRACHT 7.

Maak een stukje vlakvulling van gelijkzijdige driehoeken door elke zijde puntsymmetrisch te maken. Bij je leraar kun je een rooster van punten die precies gelijkzijdige driehoeken maken halen. Verder is een overtrekpapier misschien handig om snel een gemaakte tegel te draaien en te verschuiven…. 

Manier 2: TRANSLATIE

Translatie betekent verschuiving. En dat is precies wat er gebeurt. Je schuift een zijde van de basisvorm naar een andere zijde toe. Dat kan dus alleen als er zijden zijn die evenwijdig en even lang zijn, anders past het niet.

Bij de volgende basisvormen kun je dus translaties gebruiken:
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Hier zie je hoe dat bij een parallellogram in drie stappen in zijn werk gaat.
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Stap 1:
Zijde AB is veranderd.  Nu is alles toegestaan en hoef je niet op puntspiegelen te letten.

Stap 2: 
AB is  naar CD toegeschoven. 

Stap 3: 
De figuren passen nu als vlakvulling in elkaar. 

Die boven-  en onderrand van de laatste figuur kun je natuurlijk óók weer gaan veranderen. Daarvoor kun je kiezen uit twee methoden:

Bij vierhoeken:  


A.  Maak van twee zijden een translatie en van de andere twee ook.

B. Maak van twee zijden een translatie, en verander de andere twee allebei apart door puntspiegelen.
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Hier heb je van elk een voorbeeld:




Bij zeshoeken:


A.
Maak drie translaties, steeds met koppels van twee tegenoverliggende zijden.

B. Maak van twee zijden een translatie en verander de andere vier allemaal apart door puntspiegelen.

OPDRACHT 8.


[image: image18.wmf]Leg uit welke basisvorm en welke translaties en/of puntspiegelingen bij de volgende vlakvullingen zijn gebruikt. 
OPDRACHT 9.

Ontwerp zelf een stukje vlakvulling waarbij je gebruik maakt van translaties en/of puntspiegelingen. Kies één van de vier methoden hierboven. Roosterpapier kun je bij je leraar krijgen.

Manier 3: ROTATIE 

Rotatie betekent draaiing. Een zijde van de basisfiguur wordt om een hoekpunt gedraaid zodat hij op een andere zijde komt te liggen. Dat betekent dat de twee zijden van de basisfiguur wel even lang moeten zijn natuurlijk.
Verder moet die hoek wel 60( of 90( of 120( zijn, anders vullen de tegels bij het draaipunt niet het hele vlak.
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Rotatie kun je bij de volgende basisvormen gebruiken:





Hieronder zie je vier voorbeelden van zo’n draaiing. De veranderde zijde is steeds gedraaid om het hoekpunt met de dikke stip erin.
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Dat geeft natuurlijk wel beperkingen over hoe je die andere zijde(n) nog kunt veranderen. 


Bij driehoeken.

De derde zijde moet nu veranderd worden met een puntspiegeling, dus zó:
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Bij vierhoeken en zeshoeken.


De andere zijden moeten óók door rotatie om een hoekpunt in elkaar overgaan Dat betekent dus dat de zeshoek helemaal regelmatig moet zijn (alle zijden even lang), en de vierhoek ook, dus een ruit of een vierkant.
Bij een vierhoek heb je dus TWEE rotaties nodig en bij een zeshoek DRIE.

OPDRACHT 10.
Ontwerp een stukje vlakvulling door rotatie van een zijde bij een zeshoek te gebruiken.

[image: image22.wmf]OPDRACHT 11.

Onderzoek en leg duidelijk met tekeningetjes uit  hoe de vlakvulling hiernaast is gemaakt.


Manier 4:  GLIJSPIEGELING

Een glijspiegeling is een combinatie van een gewone lijnspiegeling en daarna nog een translatie. Je kunt hem gebruiken bij figuren die lijnsymmetrisch zijn. Natuurlijk de normale zoals een vierkant, een gelijkzijdige driehoek, maar ook bij zulke:
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Stap 5:

stukje vlakvulling:
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Hoe gaat het in zijn werk.
Teken de symmetrielijn s van de basisfiguur. Kies een zijde die je op zijn spiegelbeeld wilt laten terechtkomen.
Spiegel nu deze zijde in een nieuwe spiegellijn l die loodrecht op s staat.
Schuif de gespiegelde zijde tenslotte op zijn plaats.
Hieronder staat dat voorgedaan.


Stap 1. 
Stel dat we AB terecht willen laten komen op zijn spiegelbeeld AD.

Stap 2.
AB  is veranderd in de kronkellijn.

Stap 3.
AB is gespiegeld in lijn l  die loodrecht op s staat. 

Stap 4.
Het spiegelbeeld van AB is naar zijde DA geschoven.


Herken je het resultaat al?
Het is deel van de Escherfiguur waar we mee begonnen. Die ruiter op dat paard, weet je nog?!

Denk erom dat je bij deze vlakvulling ook “spiegelbeeldtegels” zult moeten gebruiken.

[image: image25.wmf]rotatie

puntspiegeling

de tegel

OPDRACHT 12.

Hiernaast zie je vierkant ABCD waarvan zijde AB is veranderd. We willen graag AB terecht laten komen op AD. Dat kan door een rotatie om A. Maar omdat ABCD symmetrisch is in lijn AC kun je ook een glijspiegeling toepassen. 
Teken het resultaat in die beide gevallen.

[image: image26.wmf]OPDRACHT 13
Leg uit hoe de vlakvulling hiernaast is gemaakt. 

BONUSOPDRACHT.
Iemand beweert het volgende:
”Je kunt een glijspiegeling net zo goed krijgen door eerst een draaiing te doen en daarna een puntspiegeling”.
Leg uit waarom dat niet klopt en leg ook uit hoe je een glijspiegeling wél kunt krijgen met een draaiing en een andere spiegeling. 

SLOTOPDRACHT

De vlakvullingen zien er natuurlijk het mooist uit als ze lijken op een bestaand figuurtje.
Ontwerp nu een eigen vlakvulling, en probeer die zo goed mogelijk ergens op te laten lijken.

Om alles er nog mooier te laten uitzien kun je details in je figuurtje tekenen en alles kleuren.
Zet op de achterkant van de vlakvulling een uitleg van welke basisvorm je hebt gebruikt en op welke manier je die hebt veranderd.
Zet je naam erop en hang hem op in lokaal 8.

Lever de 13 antwoorden op de opdrachten in bij  je leraar.
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Een lessenserie van 9 á 10 lessen in de onderbouw HAVO/VWO
Door Herman Hofstede
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Laat je antwoord op deze vraag eerst controleren vóór je verder gaat!
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